
第二讲 运动学
§2.1质点运动学的基本概念
[image: image274.wmf]x

2．1．1、参照物和参照系
要准确确定质点的位置及其变化，必须事先选取另一个假定不动的物体作参照，这个被选的物体叫做参照物。为了定量地描述物体的运动需要在参照物上建立坐标，构成坐标系。
通常选用直角坐标系O–xyz，有时也采用极坐标系。平面直角坐标系一般有三种，一种是两轴沿水平竖直方向，另一是两轴沿平行与垂直斜面方向，第三是两轴沿曲线的切线和法线方向（我们常把这种坐标称为自然坐标）。
2．1．2、位矢  位移和路程
在直角坐标系中，质点的位置可用三个坐标x，y，z表示，当质点运动时，它的坐标是时间的函数
x=X（t）
    y=Y（t）   z=Z（t）
这就是质点的运动方程。
质点的位置也可用从坐标原点O指向质点P（x、y、z）的有向线段[image: image1.wmf]r

v

来表示。如图2-1-1所示, [image: image2.wmf]r

也是描述质点在空间中位置的物理量。[image: image3.wmf]r

的长度为质点到原点之间的距离，[image: image4.wmf]r

的方向由余弦[image: image5.wmf]a

cos

、[image: image6.wmf]b
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、[image: image7.wmf]g
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决定,它们之间满足
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当质点运动时,其位矢的大小和方向也随时间而变,可表示为[image: image9.wmf]r

=[image: image10.wmf]r

(t)。在直角坐标系中,设

分别为[image: image11.wmf]i

、[image: image12.wmf]j

、[image: image13.wmf]k

沿方向[image: image14.wmf]x

、[image: image15.wmf]y

、[image: image16.wmf]z

和单位矢量，则[image: image17.wmf]r

可表示为
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位矢[image: image19.wmf]r

与坐标原点的选择有关。
研究质点的运动，不仅要知道它的位置，还必须知道它的位置的变化情况，如果质点从空间一点[image: image20.wmf])
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运动到另一点[image: image21.wmf])
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，相应的位矢由[image: image22.wmf]r

1变到[image: image23.wmf]r

2，其改变量为[image: image24.wmf]r
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称为质点的位移，如图2-1-2所示，位移是矢量，它是从初始位置指向终止位置的一个有向线段。它描写在一定时间内质点位置变动的大小和方向。它与坐标原点的选择无关。
2．1．3、速度
平均速度   质点在一段时间内通过的位移和所用的时间之比叫做这段时间内的平均速度
[image: image26.wmf]t
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平均速度是矢量，其方向为与[image: image27.wmf]r

v
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的方向相同。平均速度的大小，与所取的时间间隔[image: image28.wmf]t
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有关，因此须指明是哪一段时间（或哪一段位移）的平均速度。
瞬时速度   当[image: image29.wmf]t

D

为无限小量，即趋于零时，[image: image30.wmf]r
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成为t时刻的瞬时速度，简称速度   
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瞬时速度是矢量，其方向在轨迹的切线方向。
瞬时速度的大小称为速率。速率是标量。
2．1．4、加速度
平均加速度    质点在[image: image32.wmf]t
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时间内，速度变化量为[image: image33.wmf]v

v
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，则[image: image34.wmf]v
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的比值为这段时间内的平均加速度
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平均加速度是矢量，其方向为[image: image37.wmf]v

v
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的方向。
瞬时加速度   当[image: image38.wmf]t
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为无限小量，即趋于零时，[image: image39.wmf]v
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的比值称为此时刻的瞬时加速度，简称加速度
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加速度是矢量，其方向就是当[image: image42.wmf]t
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趋于零时，速度增量的极限方向。
2．1．5、匀变速直线运动
加速度[image: image43.wmf]a

v

不随时间t变化的直线运动称为匀变速直线运动。若[image: image44.wmf]a

v

与[image: image45.wmf]v

v

同方向，则为匀加速直线运动；若[image: image46.wmf]a

v

与[image: image47.wmf]v

v

反方向，则为匀减速直线运动。
匀变速直线运动的规律为：
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[image: image276.wmf]z

匀变速直线运动的规律也可以用图像描述。其位移—时间图像（s～t图）和速度—时间图像（v～t图）分别如图2-1-3和图2-1-4所示。
从(s～t)图像可得出：
(1)任意一段时间内的位移。
(2)平均速度，在（[image: image52.wmf]1
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）的时间内的平均速度的大小，是通过图线上点1、点2的割线的斜率。
(3)瞬时速度，图线上某点的切线的斜率值，等于该时刻的速度值。从s～t图像可得出：
从(v～t)图像可得出：
(1)任意时刻的速度。
(2)任意一段时间内的位移，[image: image53.wmf]2
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时间内的位移等于v～t图线，[image: image54.wmf]2
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时刻与横轴所围的“面积”。这一结论对非匀变速直线运动同样成立。
(3)加速度，v～t图线的斜率等于加速度的值。若为非匀变速直线运动，则v～t图线任一点切线的斜率即为该时刻的瞬时加速度的大小。
§2.2   运动的合成与分解相对运动
2．2．1、运动的合成与分解
(1)矢量的合成与分解
矢量的合成与分解的基本方法是平行四边形法则，即两分量构成平行四边形的两邻边，合矢量为该平行四边形与两分量共点的对角线。由平行四边形法则又衍生出三角形法则，多个矢量的合成又可推导出多边形法则。
同一直线上的矢量的合成与分解可以简化为代数运算，由此，不在同一直线上的矢量的合成与分解一般通过正交分解法进行运算，即把各个矢量向互相垂直的坐标轴投影，先在各轴上进行代数运算之后，再进行矢量运算。
(2)运动的合成和分解
运动的合成与分解是矢量的合成与分解的一种。运动的合成与分解一般包括位移、速度、加速度等的合成与分解。运动的合成与分解的特点主要有：①运动的合成与分解总是与力的作用相对应的；②各个分运动有互不相干的性质，即各个方向上的运动与其他方向的运动存在与否无关，这与力的独立作用原理是对应的；③位移等物理量是在一段时间内才可完成的，故他们的合成与分解要讲究等时性，即各个运动要取相同时间内的位移；④瞬时速度等物理量是指某一时刻的，故它们的合成分解要讲究瞬时性，即必须取同一时刻的速度。
两直线运动的合成不一定就是直线运动，这一点同学们可以证明。如：①两匀速直线运动的合成仍为匀速直线运动；②两初速为零（同一时刻）的匀加速直线运动的合成仍为初速为零的匀加速直线运动；③在同一直线上的一个匀速运动和一个初速为零的匀变速运动的合运动是一个初速不为零的匀变速直线运动，如：竖上抛与竖下抛运动；④不在同一直线上的一个匀速运动与一个初速为零的匀加速直线运动的合成是一个曲线运动，如：斜抛运动。
2．2．2、相对运动
任何物体的运动都是相对于一定的参照系而言的，相对于不同的参照系，同一物体的运动往往具有不同的特征、不同的运动学量。
通常将相对观察者静止的参照系称为静止参照系；将相对观察者运动的参照系称为运动参照系。物体相对静止参照系的运动称为绝对运动，相应的速度和加速度分别称为绝对速度和绝对加速度；物体相对运动参照系的运动称为相对运动，相应的速度和加速度分别称为相对速度和相对加速度；而运动参照系相对静止参照系的运动称为牵连运动，相应的速度和加速度分别称为牵连速度和牵连加速度。
绝对运动、相对运动、牵连运动的速度关系是：绝对速度等于相对速度和牵连速度的矢量和。
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这一结论对运动参照系是相对于静止参照系作平动还是转动都成立。
当运动参照系相对静止参照系作平动时，加速度也存在同样的关系：
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当运动参照系相对静止参照系作转动时，这一关系不成立。
如果有一辆平板火车正在行驶，速度为[image: image57.wmf]火地

v

v

（脚标“火地”表示火车相对地面，下同）。有一个大胆的驾驶员驾驶着一辆小汽车在火车上行驶，相对火车的速度为[image: image58.wmf]汽火
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，那么很明显，汽车相对地面的速度为：
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（注意：[image: image60.wmf]汽火

v

v

和[image: image61.wmf]火地
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不一定在一条直线上）如果汽车中有一只小狗，以相对汽车为[image: image62.wmf]狗汽
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的速度在奔跑，那么小狗相对地面的速度就是
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从以上二式中可看到，上列相对运动的式子要遵守以下几条原则：
①合速度的前脚标与第一个分速度的前脚标相同。合速度的后脚标和最后一个分速度的后脚标相同。
②前面一个分速度的后脚标和相邻的后面一个分速度的前脚标相同。
③所有分速度都用矢量合成法相加。
④速度的前后脚标对调，改变符号。
以上求相对速度的式子也同样适用于求相对位移和相对加速度。
相对运动有着非常广泛的应用，许多问题通过它的运用可大为简化，以下举两个例子。
[image: image277.wmf]x

例  如图2-2-1所示，在同一铅垂面上向图示的两个方向以[image: image64.wmf]s
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的初速度抛出A、B两个质点，问1s后A、B相距多远？这道题可以取一个初速度为零，当A、B抛出时开始以加速度g向下运动的参考系。在这个参考系中，A、B二个质点都做匀速直线运动，而且方向互相垂直，它们之间的距离
[image: image65.wmf](
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在空间某一点O，向三维空间的各个方向以相同的速度[image: image66.wmf]o
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射出很多个小球，球ts之后这些小球中离得最远的二个小球之间的距离是多少（假设ts之内所有小球都未与其它物体碰撞）？这道题初看是一个比较复杂的问题，要考虑向各个方向射出的小球的情况。但如果我们取一个在小球射出的同时开始自O点自由下落的参考系，所有小球就都始终在以O点为球心的球面上，球的半径是[image: image67.wmf]t
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，那么离得最远的两个小球之间的距离自然就是球的直径2[image: image68.wmf]t
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。
§2.3抛体运动
2．3．1、曲线运动的基本知识
[image: image278.wmf]y

轨迹为曲线的运动叫曲线运动。它一定是一个变速运动。图2-3-1表示一质点作曲线运动，它经过P点时，在P点两旁的轨迹上取[image: image69.wmf]1
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两点，过[image: image70.wmf]1
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三点可作一圆，当这两点无限趋近于P点时，则圆亦趋近于一个定圆，我们把这个圆叫P点的曲率圆，曲率圆的半径叫P点的曲率半径，曲率圆的圆心叫P点的曲率中心，曲率半径的倒数叫P点的曲率。如图2-3-1，亦可做出Q点的曲率圆。曲率半径大，曲率小，表示曲线弯曲较缓，曲率半径小，曲率大，表示曲线弯曲厉害。直线可认为是曲率半径为无穷大的曲线。
[image: image279.wmf]z

质点做曲线运动的瞬时速度的方向总是沿该点的切线方向。如图2-3-2所示，质点在△t时间内沿曲线由A点运动到B点，速度由V[image: image71.wmf]A

变化到VB，则其速度增量[image: image72.wmf]V

D

为两者之矢量差，[image: image73.wmf]V

D

=VB―V[image: image74.wmf]A

，这个速度增量又可分解成两个分量：在VB上取一段AC等于V[image: image75.wmf]A

，则△V分解成△V[image: image76.wmf]1

和△V[image: image77.wmf]2

，其中△V[image: image78.wmf]1

表示质点由A运动到B的速度方向上的增量，△V[image: image79.wmf]2

表示速度大小上的增量。
法向加速度a[image: image80.wmf]n

表示质点作曲线运动时速度方向改变的快慢，其大小为在A点的曲率圆的向心加速度：
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其方向指向A点的曲率中心。切向加速度[image: image82.wmf]t

a

表示质点作曲线运动时速度大小改变的快慢，方向亦沿切线方向，其大小为
[image: image83.wmf]A
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总加速度a方法向加速度和切向加速度的矢量和。
2．3．2、抛物运动是曲线运动的一个重要特例
物体以一定的初速度抛出后，若忽略空气阻力，且物体的运动在地球表面附近，它的运动高度远远小于地球半径，则在运动过程中，其加速度恒为竖直向下的重力加速度。因此，抛体运动是一种加速度恒定的曲线运动。
根据运动的叠加原理，抛体运动可看成是由两个直线运动叠加而成。常用的处理方法是:将抛体运动分解为水平方向的匀速直线运动和竖直方向的匀变速直线运动。
如图2-3-3。取抛物轨迹所在平面为平面，抛出点为坐标原点，水平方向为x轴，竖直方向为y轴。则抛体运动的规律为：
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其轨迹方程为
[image: image87.wmf]2
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这是开口向下的抛物线方程。
在抛出点和落地点在同一水平面上的情况下，飞行时间T，射程R和射高H分别为
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抛体运动具有对称性，上升时间和下降时间（抛出点与落地点在同一水平面上）相等（一般地，从某一高度上升到最高点和从最高点下降到同一高度的时间相等）；上升和下降时经过同一高度时速度大小相等，速度方向与水平方向的夹角大小相等。
下面介绍一种特殊的抛体运动——平抛运动：
质点只在重力作用下，且具有水平方向的初速度的运动叫平抛运动。它可以看成水平方向上的匀速运动（速度为v0）与竖直方向上的自由落体运动的合成。
[image: image281.wmf]a

①速度：采用水平竖直方向的直角坐标可得：[image: image91.wmf]0
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，其合速度的方向为（设水平方向夹角为θ），可见，当[image: image94.wmf]¥
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，即表示速度趋近于自由落体的速度。
②位移：仍按上述坐标就有，[image: image96.wmf]2

/

,

2

0

gt

y

t

V

x

=

=

。仿上面讨论也可得到同样结论，当时间很长时，平抛运动趋近于自由落体运动。
③加速度：采用水平和竖直方向直角坐标系有,[image: image97.wmf]g
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，θ为速度与水平向方的夹角，将速度在水平与竖直方向的坐标系中分解可知：
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由此可知，其法向加速度和切向加速度分别为：
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由上两式可以看出，随着时间的推移，法向加速度逐渐变小趋近于零，切向加速度趋近于定值g，这表示越来越接近竖直下抛运动。在生活中也很容易看到，平抛物体的远处时就接近竖直下落了。
运动的轨迹方程：
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从方程可以看出，此图线是抛物线，过原点，且[image: image105.wmf]0
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越大，图线张开程度大，即射程大。根据运动的独立性，经常把斜抛运动分解成水平方向匀速直线运动和竖直方向上的竖直上抛运动来处理，但有时也可以用其它的分解分法。
抛体运动另一种常用的分解方法是：分解沿[image: image106.wmf]0

v

r
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的匀速直线运动和沿竖直方向的自由落体运动二个分运动。
如图2-3-5所示，从A点以[image: image108.wmf]0
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的初速度抛出一个小球，在离A点水平距离为s处有一堵高度为h的墙BC，要求小球能越过B点。
问小球以怎样的角度抛出，才能使[image: image109.wmf]0
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最小？
将斜抛运动看成是[image: image110.wmf]0
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方向的匀速直线运动和另一个自由落体运动的合运动，如图2-3-6所示。
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     ①
④轨迹：由直角坐标的位移公式消去时间参数t便可得到直角坐标系中的平抛运
由①式中第一个等式可得
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     ②
将②式代入①式中第二个等式
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当小球越过墙顶时，y方向的位移为零，由②式可得
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③式代入式①：我们还可用另一种处理方法
以AB方向作为x轴（图2-3-7）这样一取，小球在x、y方向上做的都是匀变速运动了，[image: image124.wmf]0
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和g都要正交分解到x、y方向上去。
小球运动的方程为
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§2.4质点的圆周运动
[image: image285.wmf]x

刚体平面平行运动与定轴转动
2．4．1、质点的圆周运动
(1)匀速圆周运动
如图2-4-1所示，质点P在半径为R的圆周上运动时，它的位置可用角度θ表示（习惯上以逆时针转角正，顺时针转角为负），转动的快慢用角速度表示：
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质点P的速度方向在圆的切线方向，大小为
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ω（或v）为常量的圆周运动称为匀速圆周运动。这里的“匀速”是指匀角速度或匀速率，速度的方向时刻在变。因此，匀速圆周运动的质点具有加速度，其加速度沿半径指向圆心，称为向心加速度（法向加速度）。
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向心加速度只改变速度的方向，不改变速度的大小。
(2)变速圆周运动      ω（或v）随时间变化的圆周运动，称为变速圆周运动，描述角速度变化快慢的物理量为角加速度
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质点作变速圆周运动时，速度的大小和方向都在变化。将速度增量[image: image144.wmf]v
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分解为与[image: image145.wmf]2

v

r

平行的分量[image: image146.wmf]//

v

r

D

和[image: image147.wmf]2

v

r
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的大小为
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质点P的加速度为
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其中[image: image156.wmf]n
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就是切向加速度和法向加速度。
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β为常量的圆周运动，称为匀变速圆周运动，类似于变速直线运动的规律，有
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(3)圆周运动也可以分解为二个互相垂直方向上的分运动。参看图2-4-3一个质点A在t=0时刻从x正方向开始沿圆周逆时针方向做匀速圆周运动，在x方向上
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在y方向上： [image: image166.wmf])
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从x和y方向上的位移、速度和加速度时间t表达的参数方程可以看出：匀速圆周运动可以分为两个互相垂直方向上的简谐运动，它们的相位相差[image: image169.wmf]2
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2．4．2、刚体的平面平行运动
刚体平面平行运动的特征是，刚体上的任意质点都作平行于一个固定平面的运动。如圆柱沿斜面的滚动，即为平面平行运动。可取刚体上任意平行于固定平面的截面作为研究对象。
刚体的平面平行运动，常有两种研究方法：一种是看成随基点（截面上任意一点都可作为基点）的平动和绕基点的转动的合运动；另一种是选取截面上的瞬时转动中心S（简称瞬心）为基点。瞬心即指某瞬间截面上速度为零的点。这样，刚体的平面平行运动看成仅作绕瞬心的转动。
确定瞬心的方法有两种：如图2-4-4(a)所示，若已知截面上两点的速度，则与两速度方向垂直的直线的交点即为瞬心。或如图2-4-4(b)所示，已知截面转动的角速度及截面上某一点A的速度[image: image170.wmf]A
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，则在与速度垂直的直线上，与A点距离为[image: image171.wmf]w
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的点即为瞬心。
注意，瞬心的速度为零，加速度不一定为零。
2．4．3、刚体的定轴转动
刚体运动时，刚体上或其延展部分有一根不动直线，该直线称为定轴，刚体绕这一轴转动。刚体作定轴转动时，其上各点都在与轴垂直的平面内作圆周运动，各点作圆周运动的半径不同，在某一时刻，刚体上所有各点的角位移、角速度和角加速度都是相同的。而各点的线位移、线速度和线加速度则随各点离开转轴的垂直距离不同而不同。
2．4．4、一些求曲率半径的特殊方法
先看椭圆曲线[image: image172.wmf]1
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，要求其两顶点处的曲率半径。介绍以下两种方法：
(1)将椭圆看成是半径R=A（设A＞B）的圆在[image: image173.wmf]d

平面上的投影，圆平面和[image: image174.wmf]d

平面的夹角[image: image175.wmf]j

满足关系式（如图2-4-5）
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设一个质点以速率v在圆上做匀速圆周运动，则向心加速度[image: image177.wmf]A
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，从上图中可以看出，当顶点的投影在椭圆的长轴（x轴）上的P点时，其速率和加速度分别为：
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当质点的投影在椭圆的短轴（y轴）上的Q点时，其速率和加速度分别为：
[image: image291.wmf]r
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因此椭圆曲线在P、Q的曲率半径分别为：
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(2)将椭圆看成是二个简谐运动的合成，可以把椭圆的参数方程（设A＞B）（如图2-4-6）
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即可进一步写出x，y二个方程的速度v和加速度a：
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那么在长轴端点P处（[image: image187.wmf]0
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）的曲率半径：
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在短轴端点Q处（[image: image189.wmf]2
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）的曲率半径
[image: image190.wmf]B

A

B

A

a

v

Q

Q

Q

2

2

2

2

)

(

=

=

=

w

w

r


再把抛物线y=Ax[image: image191.wmf]2

，要求其任意一点的曲率半径（如图2-4-7）因为抛物线可以写作参数方程
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对任意一个t值： v=[image: image195.wmf]2
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所以这一点的曲率半径
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将t=[image: image200.wmf]0
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因为[image: image202.wmf]2
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上任意一点的曲率半径
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§2．5几种速度的特殊求法
2．5．1、相关的速度


[image: image294.wmf]n
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当绳端在做既不沿绳方向，又不垂直于绳方向的运动时，一般要将绳端的运动分解为沿绳方向和垂直于绳方向二个分运动。
如图2-5-1所示的情况，绳AB拉着物体m在水平面上运动，A端以速度v做匀速运动，问m做什么运动？有的同学会将绳的速度v分解成竖直
分速度vsina和水平分速度vcosa，以为木块的速度[image: image205.wmf]a
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(u<v)．这是错误的。因为实际上木块并没有一个向上的分速度。应该将绳端B实际上的水平速度[image: image206.wmf]B
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分解成沿绳方向的分速v∥=[image: image207.wmf]a
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随着a的增大而越来越大。
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如图2-5-2所示，杆AB沿滑下，A、B二端的速度[image: image211.wmf]A
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和[image: image212.wmf]B
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也是二个相关的速度。将[image: image213.wmf]A
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分解成沿杆方向的分速[image: image214.wmf]1

A

v
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两杆的交点同时参与了二杆的运动，而且相对每一根杆还有自己的运动，因而是一种比较复杂的运动。图2-5-3（a）中的AC、BD两杆均以角速度[image: image219.wmf]w

绕A、B两固定轴在同一竖直面内转动，转动方向如图示。当t=0时，[image: image220.wmf]=
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60º，试求t时刻两棒交点M点的速度和加速度。t=0时，△ABM为等边三角形，因此AM=BM=[image: image221.wmf]l

，它的外接圆半径
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，图2-5-3（b）。二杆旋转过程中，[image: image223.wmf]a

角增大的角度一直等于[image: image224.wmf]b

角减小的角度，所以M角的大小始终不变（等于60º），因此M点既不能偏向圆内也不能偏向圆外，只能沿着圆周移动，因为∠[image: image225.wmf]M
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再看图2-5-4（a），一平面内有二根细杆[image: image233.wmf]1
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，各自以垂直于自己的速度[image: image235.wmf]1
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在该平面内运动，试求交点相对于纸平面的速率及交点相对于每根杆的速率。
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因此两杆交点相对于纸平面的速度
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时间后，原交点在[image: image260.wmf]1

l
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用同样的方法可以求出交点相对[image: image267.wmf]2
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的速度
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是变量，上述表达式仍然可以表达二杆交点某一时刻的瞬时速度。
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的方向不是与杆垂直，这个问题应该如何解决？读者可以进行进一步的讨论。
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